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6.4 . La f unción cosec : 
m 
Cosecm(x) = 
7 . LA RELACION FUNDAMENTAL 
1 
Se n (xl 
m 
En este apartado probaremos la relación fundamental 
de la trigonometría. 
7 .1. TEOREMA: Para todo x t R se verifica: 
Sen~(x ) + Cos~(x) = 1 
Z:.EMOSTRACIOl'i: Sea x e R entonces x=n.m(T)+ a. con n entero y 
O~ a. ~ m(Tl. 
Se verifica uno y solo uno de los cuatro casos siguientes: 
Si se verifica 1•1 Sen 2 (x)+cos 2 (x) = s 1 (a)+c1 (a)= m m ,m ,m 
d(b,c) 2 + d(a,b) 2 = d(b,c) 2 + d(a,b) 2 = d(a,c) 2 = 1 
d(a,c) 2 d(a,c) 2 d(a,c) 2 d(a,cl 2 
Si se verifica 2•1 Sen~(x) + Cos~(x) = 
= 1s1 (2r-all 2 + (-c1 (2r-a.)) 2 = ,m ,m 
5 2 (2r-a.) + C 2 (2r-a) (l). Si 11= 2r-a. (2), con OSI!Sr. l,m l,m 
Luego de (1), (2) y el caso 1•1 Sen 2 (x)+Cos2 (x)=Sen 2 1!+Cos 2 1!=1 m m m m 
Los restantes casos se prueban en forma análoga. 
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FORMULA DE EULER 
C.rnciela S. Bi~n 
Dldo 1m tri~npt1lo cualquiera siempre podemos detenninar dos cir-
cunf~r~ncia~ rclacionadns con ~1: la circunc.cripta y la inscripta. 
La fórmula de EuJer nos da la relación que existe entre los radios de 
dichas circunferencias. 
A fin de obtener e~ta propiedad, pasemos a enunciar los elementos 
y propic~1dc~ que necc~it~rcmos, segur~nte bien conocidos. 
1-De[i.nicí.ones y propiedades 
En un triángulo ABC se llama: 
meci~ al segmento interior al triángulo que une el punto ~dio de ~ 
da lado con su vértice opuesto; 
aLt~~ al segrr~nto que une cada vértice perpendicul armente con el lado 
opuesto; 
bisectriz de un ányulo de un triányulo al se~nto que equidista de 
los lados del ~nFUlo; 
mediatriz de 11n l:~oc de un triángulo a la semirrecta perpendicular a di 
cho lado en el punto medio. 
Las medianas de un triángulo son concurrentes, es decir, se ínter 
scctan en un punto. l.a~ ;¡} turns, bi~ectrices y ll'cdiatrices tienen la 
mism.1 propied.1d. 
Definición 1: El punto D de concurrencia de las tres bisectrices de 
los ánFulos de un triángulo ~ es llamado centro de inscripción del 
triángulo ABC. 
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Si tomamos una c1rcunferencia inscripta en dicho triAngulo, su centro 
debe ser el punto D, esto motiva su norrbrc. Siguiendo la misma idea te 
nem:>s 
DP[iniai6~ Z: El punto de intersección de las mediatrices de los lados 
de un triángulo ABC es llaJ~lido centro de circunscripción de un trián~ · 
lo. 
El centro de ctrcunscripci6n de un trUngulo es el centro de la 
c1 rrunfercncw ct rcunscrtpta, es dcct r, que pasa por los vértices de 
dicho triángulo. 
Proposición 1: Sea C(o,r) una circunferencia de centro o y radio r; 
sean A y B dos puntos de la circunferencia. Sea P un punto colineal 
~on A y R. Entonces en ~1gnitud y signo se cumple: 
FA.PB • rol - r2 
Demostración: Es fáci 1 \'er que deberoos tener presente dos posibles ca 
sos que se representan en las si~ientes figuras: 
p 
Ahora ha aparecido el trián~ulo Mil y recordando el articulo" Sobre se& 
mentos interiorc~ de un tri:ín~ulo", publtcado anterionncnte, veroos que 
OP es una ceviana. En el artículo mencionado se ~stra la f6~la de 
la ceviana, que aplicada al caso que nos ocupa queda 
Reemplazando 
PQ2 • r1 (AP +PB) +PA.PB • r2 +PA.PB 
como habiamos enunciado. 
Ejercicio 1: Sean CD y .AB cuerdas de una circunferencia que se ínter 
~ctnnen un punto P. Probar que 
AP.PB • CP.PD 
Ejercicio 2: ¿Vale 13 afirmación del ejercicio si se canbia cuerda 
por secante? 
PropoRición Z: Sea BAD un ángulo inscripto en una circunferencia. 
Sea e lD1 punto de la circunferencia p·~rtcneciente al arco BD. En· 
tonccs AC bisccta el ángulo BAD si y s6lo si BC • CD 
Demostración: Supongamos primeramente que AC bisecta el ángulo 
BAD. Sea CE un diámetro que pasa por C. TenemJs qu~ 
~ BAC ~ ~ BEC y 
~ CAD "' ~ CEO por oponerse a igual 
arco. Luego, 
~ BEC • ~ CED 
Tambi6n, 
11 ~ EBC • ~ EDC e z y por lo tanto 
los triángulos EBC y EDC son conyrue!l 
tes y BC • Cll. 
Recíprocamente, si BC • Cil nuevamente los triángulos EBC y EDC son con· 
FTUCntcs y los ángulos 
~ BEC • ~ CED 
~ BAC • ~CAD 
Z • Fó7'111Ul.a de Et<ler. 
lo que iMplica 
Sea ABC un trián~ulo dado. Sean R el radio de la circunferencia 
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~·irnm~rripta y d in di~tancia entre los centros de dichas cin:unfcren 
cias. Entonces 
d2 • R(R- 2r) 
Demostraai~: Ll~memos I 31 centro de la circunferencia inscripta y O 
al de la circunscripta. Sea V la 
Por In t:mtn, 
TI C\' 
-·-
lA \'W 
r CV 
-·-
lA 2P 
( 1) ZrR .. 0/.IA 
intersección de la bisectriz Al con 
la circunferencia ciretmscripta y 
W uno de sus diámetros. Por la p~ 
¡-.osici6n 2 ll. BWV • ll. BA\' • ll. VAC • 
• ll. \'\\'C y t<J1\éU\do TI l AB, tene-
mos que los triángulos rectángulos 
ATI y "-'CV son semejantes. 
y reenplazando queda 
0 SC:I, 
{ 
Veamos ahora, que el triángulo B\'1 es isósceles. Por ser suplementarios 
de ll. BIA, ll. 1 • ll. BAV + ll. IBA. 
Coro BV • C\' , rccmpla1.ando qu<'da 
ll. 1 • ll. BC\' + ll. AB 1 • ll. 3 + ll. 2 . 
Ya que por construcción BI es bisectriz queda que el triángulo es is6sce 
les. 
Tci)('J'OS en consccuenc in que C\' • B\' • 1 IVI, coro 1 está entre A y V ree!!!_ 
pla zando en ( 1) queda 
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(2) 2rR • ·1\'. IA 
Aplicando la proposición 1, IA.IV puede expresarse respecto de la cir 
cunfcrenc ia centrad;~ en O (la circunscripta) . Es dcci r, 
y la expresión (2) queda 
que C!' 11 amad;~ [órmu z.a de Eu ler. 
t:jercicio 3: Tome un caso particular con la propiedad R < 2r e ínter · 
prete geométricamente. 
Facultad de Cicnci;~s Exactas y Naturales 
Uni .. ·ersidad de Bueno~ Aires 
Departamento de Matemáticas 
·28-
~·irnm~rripta y d in di~tancia entre los centros de dichas cin:unfcren 
cias. Entonces 
d2 • R(R- 2r) 
Demostraai~: Ll~memos I 31 centro de la circunferencia inscripta y O 
al de la circunscripta. Sea V la 
Por In t:mtn, 
TI C\' 
-·-
lA \'W 
r CV 
-·-
lA 2P 
( 1) ZrR .. 0/.IA 
intersección de la bisectriz Al con 
la circunferencia ciretmscripta y 
W uno de sus diámetros. Por la p~ 
¡-.osici6n 2 ll. BWV • ll. BA\' • ll. VAC • 
• ll. \'\\'C y t<J1\éU\do TI l AB, tene-
mos que los triángulos rectángulos 
ATI y "-'CV son semejantes. 
y reenplazando queda 
0 SC:I, 
{ 
Veamos ahora, que el triángulo B\'1 es isósceles. Por ser suplementarios 
de ll. BIA, ll. 1 • ll. BAV + ll. IBA. 
Coro BV • C\' , rccmpla1.ando qu<'da 
ll. 1 • ll. BC\' + ll. AB 1 • ll. 3 + ll. 2 . 
Ya que por construcción BI es bisectriz queda que el triángulo es is6sce 
les. 
Tci)('J'OS en consccuenc in que C\' • B\' • 1 IVI, coro 1 está entre A y V ree!!!_ 
pla zando en ( 1) queda 
-29-
(2) 2rR • ·1\'. IA 
Aplicando la proposición 1, IA.IV puede expresarse respecto de la cir 
cunfcrenc ia centrad;~ en O (la circunscripta) . Es dcci r, 
y la expresión (2) queda 
que C!' 11 amad;~ [órmu z.a de Eu ler. 
t:jercicio 3: Tome un caso particular con la propiedad R < 2r e ínter · 
prete geométricamente. 
Facultad de Cicnci;~s Exactas y Naturales 
Uni .. ·ersidad de Bueno~ Aires 
Departamento de Matemáticas 
-31-
ELIE CARTAN 11869 - 1951) 
Sin lugar a dudas se puede decir que Elie Cartan es 
uno de los grandes matemáticos de este siglo . Nació en Dolo-
mieu y los fondos de la familia alcanzaban solo para subsistir 
dignamente. La educación primaria y secundaria de t. Cartan 
fue posible gracias a una beca estatal destinada a la ayuda de 
niños de pocos recursos. En 1888 ingreGó a l a École Normale 
Super1ence en donde aprendió matemáticas de maestros tales como 
Picard, Darboux y Hermite. 
Después de producir su famosa tesis sobre grupos con 
tinuos (1893), e. Cartan ocupó un cargo docen e en la Universi 
dad de Montpellier pasan~o más tarde a Lyon, luego a Nancy, y 
en 1909 a París. F1nalmente H. Poincaré recomendó fuertemente 
su admisión a la Sorbona en 1912 donde permaneció hasta su re-
tiro en 1940. 
Según el obituario de 1952 publicado por Shiing Shen 
Chern y Claude Chevalley, la carrera der. Cartan " ....... fue 
caracterizada por una rara armonía entre el genio y la modes -
tia .... " La obra rr.atemática de E. Cartan es monurnen ... al, p_: 
diendo clas1f1carse a grandes rasgos en tres partes princlpa-
les: la teoría de grupos continuos y de tansformaciones; los 
sistemas diferenciales y la geometría diferencial. Estos tó-
picos están constantemente entrelazados en sus trabajos y casi 
todo lo que produ~o está en mayor o menor grado vinculado a la 
teoría de álgebras y grupos de Lie. 
Educado en la "tradic ión geométrica Francesa" E. Ca!. 
tan tenia un constante interés en la geometría diferencial, 
asi como una clara percepción de las dificultades. Poesia -s~ 
gún uno de sus estudiantes- "una envidiable intuición unida a 
vastos conocimientos sobre grupos de Lie y sistemas diferenciª 
les". 
Si bien E. Cartan obtuvo un reconocimiento universal 
por su obra, ello ocurrió tarde en su vida, debido quizá a la 
incomprensión por parte de sus contemporáneos, de su visión 
particular de la geometría. Recién después de 1940 sus ideas 
pudieron encontrar un marco conceptual satisfactorio para ser 
expresadas y entendidas cabalmente. Esto fue gracias al apof. 
te invalorable de la escuela Bourbaki y a la obra posterior 
